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CSEcon

Ανάλυση και σχεδίαση αλγορίθμων/μηχανισμών για προβλήματα που 
εμπίπτουν στην επιστήμη των υπολογιστών, αξιοποιώντας έννοιες και 

εργαλεία της οικονομικής επιστήμης (συγκεκριμένα, της θεωρίας παιγνίων)



Προβλήματα που μελετήσαμε στα 
πλαίσια της Διατριβής

• Αποδοτικότητα μηχανισμών κατανομής διαιρέσιμων πόρων με 
περιορισμούς budget

• Απώλεια απόδοσης κατά τη διαμόρφωση απόψεων 

• Σχεδίαση μηχανισμών για μεταφορά ιδιοκτησίας

• Μεγιστοποίηση εσόδων σε συνδυαστικές πωλήσεις τύπου take-it-
or-leave-it



Κατανομή διαιρέσιμων πόρων με 
περιορισμούς budget



Το πρόβλημα

• Διαθέτουμε έναν διαιρέσιμο πόρο

– Εύρος ζώνης ενός τηλεπικοινωνιακού καναλιού (Kelly, 1997)

– Χρόνος υπολογισμού σε μια CPU

– Αποθηκευτικός χώρος σε ένα cloud



Το πρόβλημα

• Διαθέτουμε έναν διαιρέσιμο πόρο

– Εύρος ζώνης ενός τηλεπικοινωνιακού καναλιού (Kelly, 1997)

– Χρόνος υπολογισμού σε μια CPU

– Αποθηκευτικός χώρος σε ένα cloud

• Υπάρχουν 𝒏 χρήστες

• Ο χρήστης 𝑖 έχει μια συνάρτηση αποτίμησης 𝑣𝑖: 0,1 → ℝ≥0

– 𝑣𝑖 𝑥 = αποτίμηση του 𝑖 για ένα μέρος του πόρου μεγέθους 𝑥

– κοίλη

– αύξουσα

– ημι-παραγωγίσιμη



Το πρόβλημα

Να βρεθεί κατανομή 𝒙 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 : σ𝑖 𝑥𝑖 = 1

που να μεγιστοποιεί το κοινωνικό όφελος SW 𝒙 = σ𝑖 𝑣𝑖(𝑥𝑖)



Το πρόβλημα

Να βρεθεί κατανομή 𝒙 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 : σ𝑖 𝑥𝑖 = 1

που να μεγιστοποιεί το κοινωνικό όφελος SW 𝒙 = σ𝑖 𝑣𝑖(𝑥𝑖)

𝑣1 𝑣2

0 𝑥 1 0 1-𝑥 1

Βέλτιστη κατανομή: 
ίσες κλίσεις



Μηχανισμοί κατανομής πόρων

Μηχανισμός
(δημοπρασία)



Μηχανισμοί κατανομής πόρων

Μηχανισμός
(δημοπρασία)

Είσοδος: σήματα 

𝒔 = (𝑠1, … , 𝑠𝑛)

𝑠1, … , 𝑠𝑛 ≥ 0



Μηχανισμοί κατανομής πόρων

Μηχανισμός
(δημοπρασία)

Έξοδος: κατανομή, πληρωμέςΕίσοδος: σήματα 

𝒔 = (𝑠1, … , 𝑠𝑛)

𝑠1, … , 𝑠𝑛 ≥ 0

𝑔 𝒔 = (𝑔1 𝒔 , … , 𝑔𝑛 𝒔 )

𝑝 𝒔 = (𝑝1 𝒔 , … , 𝑝𝑛 𝒔 )

σ𝑖 𝑔𝑖(𝒔) = 1

𝑝1 𝒔 , … , 𝑝𝑛 𝒔 ≥ 0



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός του Kelly (1997)

– Αναλογική κατανομή 

– Πληρωμή ίση με το σήμα

𝑔𝑖 𝐬 = ൗ
𝑠𝑖

σ𝑗 𝑠𝑗

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός του Kelly (1997)

– Αναλογική κατανομή 

– Πληρωμή ίση με το σήμα

𝑔𝑖 𝐬 = ൗ
𝑠𝑖

σ𝑗 𝑠𝑗

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

1

2



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός του Kelly (1997)

– Αναλογική κατανομή 

– Πληρωμή ίση με το σήμα

𝑔𝑖 𝐬 = ൗ
𝑠𝑖

σ𝑗 𝑠𝑗

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

66.6%

33.3%
1

2



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός των Sanghavi και Hajek (2004)

– Η κατανομή εξαρτάται από το μέγιστο σήμα

– Πληρωμή ίση με το σήμα

𝑔ℓ 𝐬 = ൗ
𝑠ℓ

2𝑠ℎ

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

𝑔ℎ 𝐬 = 1 − 𝑔ℓ 𝐬



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός των Sanghavi και Hajek (2004)

– Η κατανομή εξαρτάται από το μέγιστο σήμα

– Πληρωμή ίση με το σήμα

𝑔ℓ 𝐬 = ൗ
𝑠ℓ

2𝑠ℎ

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

𝑔ℎ 𝐬 = 1 − 𝑔ℓ 𝐬

1

2



Παραδείγματα

• Ο μηχανισμός των Sanghavi και Hajek (2004)

– Η κατανομή εξαρτάται από το μέγιστο σήμα

– Πληρωμή ίση με το σήμα

25%

75%

𝑔ℓ 𝐬 = ൗ
𝑠ℓ

2𝑠ℎ

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

𝑔ℎ 𝐬 = 1 − 𝑔ℓ 𝐬

1

2



Παραδείγματα

25%

75%

𝑔ℓ 𝐬 = ൗ
𝑠ℓ

2𝑠ℎ

𝑝𝑖 𝐬 = 𝑠𝑖

𝑔ℎ 𝐬 = 1 − 𝑔ℓ 𝐬

• Ο μηχανισμός των Sanghavi και Hajek (2004)

– Η κατανομή εξαρτάται από το μέγιστο σήμα

– Πληρωμή ίση με το σήμα

1

2

𝑔𝑖 𝐬 =
𝑠𝑖

max
𝑗

𝑠𝑗
න

0

1

ෑ

𝑘≠𝑖

1 −
𝑠𝑘

max
𝑗

𝑠𝑗
𝑡 d𝑡



Στρατηγική συμπεριφορά

• Kάθε χρήστης (παίκτης) μεγιστοποιεί το κέρδος του

𝑢𝑖 𝑠𝑖 , 𝐬−𝑖 = 𝑣𝑖 𝑔𝑖 𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖 − 𝑝𝑖 𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖

αποτίμηση πληρωμή

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1

𝑢𝑖

0 𝑠𝑖



Αποδοτικότητα μηχανισμών

• Ισορροπία κατά Nash: όλοι οι παίκτες μεγιστοποιούν το κέρδος 
τους ταυτόχρονα, δεδομένων των στρατηγικών των υπόλοιπων 
παικτών

• Κόστος της αναρχίας ενός μηχανισμού 𝑴

– Koutsoupias & Papadimitriou (1999)

PoA 𝑴 = sup
𝒗

max
𝒙

SW(𝒙)

min
𝒔∈EQ 𝒗, 𝑴

SW(𝒈(𝒔))



Αποδοτικότητα μηχανισμών

• Ισορροπία κατά Nash: όλοι οι παίκτες μεγιστοποιούν το κέρδος 
τους ταυτόχρονα, δεδομένων των στρατηγικών των υπόλοιπων 
παικτών

• Κόστος της αναρχίας ενός μηχανισμού 𝑴

– Koutsoupias & Papadimitriou (1999)

• PoA(Kelly) = 4/3 (Johari & Tsitsiklis, 2004)

• PoA(SH) = 8/7 (Sanghavi & Hajek, 2004)

• Υπάρχουν μηχανισμοί με PoA = 1 (Maheswaran & Basar, 2006) (Yang 
& Hajek, 2007)  (Johari & Tsitsiklis, 2009)

PoA 𝑴 = sup
𝒗

max
𝒙

SW(𝒙)

min
𝒔∈EQ 𝒗, 𝑴

SW(𝒈(𝒔))



Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1 0 𝑠𝑖

𝑢𝑖



• Η συνάρτηση κέρδους που προκύπτει από την εφαπτομένη
μεγιστοποιείται στο ίδιο σημείο

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1 0 𝑠𝑖

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

𝑢𝑖



• Η συνάρτηση κέρδους που προκύπτει από την εφαπτομένη
μεγιστοποιείται στο ίδιο σημείο 

• Τα ίδια σήματα οδηγούν σε ισορροπία, αν αντικαταστήσουμε 
τις κοίλες αποτιμήσεις από τις εφαπτομένες τους 

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1 0 𝑠𝑖

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

𝑢𝑖



• Η συνάρτηση κέρδους που προκύπτει από την εφαπτομένη
μεγιστοποιείται στο ίδιο σημείο

• Τα ίδια σήματα οδηγούν σε ισορροπία, αν αντικαταστήσουμε 
τις κοίλες αποτιμήσεις από τις εφαπτομένες τους 

• Το κόστος της αναρχίας μπορεί να γίνει μόνο χειρότερο

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1

𝑢𝑖

0 𝑠𝑖

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης



Περιορισμοί budget

• Πιο ρεαλιστικό μοντέλο: κάθε παίκτης έχει ένα budget 𝑐𝑖 το 
οποίο περιορίζει το ποσό των χρημάτων που μπορεί να 
πληρώσει



Περιορισμοί budget

• Πιο ρεαλιστικό μοντέλο: κάθε παίκτης έχει ένα budget 𝑐𝑖 το 
οποίο περιορίζει το ποσό των χρημάτων που μπορεί να 
πληρώσει

• Επηρεάζεται η στρατηγική συμπεριφορά κάθε παίκτη

• Eπηρεάζεται η ισορροπία του παιχνιδιού

𝑣𝑖

0 𝑔𝑖(𝑠𝑖 , 𝒔−𝑖) 1

𝑢𝑖

0 𝑠𝑖



Περιορισμοί budget

• Το κόστος της αναρχίας μπορεί να είναι αυθαίρετα κακό

– Παίκτης με μεγάλη αποτίμηση και μικρό budget vs. Παίκτη με 
μικρή αποτίμηση αλλά μεγάλο budget



Περιορισμοί budget

• Το κόστος της αναρχίας μπορεί να είναι αυθαίρετα κακό

– Παίκτης με μεγάλη αποτίμηση και μικρό budget vs. Παίκτη με 
μικρή αποτίμηση αλλά μεγάλο budget

• Ρευστό όφελος (liquid welfare):

– Syrgkanis & Tardos (2013)

– Dobzinski & Paes Leme (2014)

• Ρευστό κόστος της αναρχίας: Κόστος της αναρχίας ως προς το 
ρευστό όφελος

LW 𝒙 = σ𝑖 min{𝑣𝑖 𝑥𝑖 , 𝑐𝑖}

LPoA 𝑴 = sup
(𝒗,𝒄)

max
𝒙

LW(𝒙)

min
𝒔∈EQ (𝒗,𝒄), 𝑴

LW(𝒈(𝒔))



Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 𝑛 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 2 − 1/𝑛



Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐2 = +∞



Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐2 = +∞

𝑑1 ≤ 1/2 𝑑2 ≥ 1/2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

𝑑1

𝑑2



• Oι παίκτες έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά ⇒ ρευστό κόστος της 
αναρχίας για αυτό το παιχνίδι = 1

Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐2 = +∞

𝑑1 ≤ 1/2 𝑑2 ≥ 1/2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

𝑑1

𝑑2



Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑑2 + 𝑥

0 1

𝑐2 = 𝑑2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2



Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑑2 + 𝑥

0 1

𝑐2 = 𝑑2

𝑑1 ≤ 1/2 𝑑2 ≥ 1/2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

𝑑1

2𝑑2



• Κατάσταση ισορροπίας: LW 𝒅 = 𝑑1 + 𝑑2 = 1

Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑑2 + 𝑥

0 1

𝑐2 = 𝑑2

𝑑1 ≤ 1/2 𝑑2 ≥ 1/2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

𝑑1

2𝑑2



• Κατάσταση ισορροπίας: LW 𝒅 = 𝑑1 + 𝑑2 = 1

• Βέλτιστη κατάσταση: LW 𝒙 = 1 + 𝑑2 ≥ 3/2 □

Κάτω φράγμα για όλους τους μηχανισμούς

𝑣1 𝑥 = 𝑥

0 𝑥1 = 1

𝑐1 = +∞
𝑣2 𝑥 = 𝑑2 + 𝑥

𝑥2 = 0 1

𝑐2 = 𝑑2

𝑑1 ≤ 1/2 𝑑2 ≥ 1/2

Θεώρημα
Κάθε μηχανισμός κατανομής πόρων με 2 χρήστες έχει ρευστό 
κόστος της αναρχίας τουλάχιστον 3/2

1



Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)



• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)

• Για κάθε 𝒔, το χειρότερο παιχνίδι όπου το 𝒔 είναι ισορροπία έχει 
πολύ ειδική μορφή

𝑣1 𝑥 = 𝜆1 𝒔 𝑥

0 1

𝑐1 = +∞
𝑣𝑖 𝑥 = 𝑐𝑖 + 𝜆𝑖 𝒔 𝑥

0 1

𝑐𝑖 = 𝑝𝑖(𝒔)

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης



• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)

• Για κάθε 𝒔, το χειρότερο παιχνίδι όπου το 𝒔 είναι ισορροπία έχει 
πολύ ειδική μορφή

𝑣1 𝑥 = 𝜆1 𝒔 𝑥

0 𝑔1(𝒔) 1

𝑐1 = +∞
𝑣𝑖 𝑥 = 𝑐𝑖 + 𝜆𝑖 𝒔 𝑥

0 𝑔𝑖(𝒔) 1

𝑐𝑖 = 𝑝𝑖(𝒔)

ισορροπία

𝜆1 𝒔 𝑔1(𝒔)

𝑐𝑖 + 𝜆𝑖 𝒔 𝑔𝑖(𝒔)

LW 𝑔(𝒔) = σ𝑖≥2 𝑝𝑖(𝑠) + 𝜆1 𝒔 𝑔1(𝒔)

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης



• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)

• Για κάθε 𝒔, το χειρότερο παιχνίδι όπου το 𝒔 είναι ισορροπία έχει 
πολύ ειδική μορφή

𝑣1 𝑥 = 𝜆1 𝒔 𝑥

0 𝑥1(𝒔) = 1

𝑐1 = +∞
𝑣𝑖 𝑥 = 𝑐𝑖 + 𝜆𝑖 𝒔 𝑥

0 = 𝑥𝑖(𝒔) 1

𝑐𝑖 = 𝑝𝑖(𝒔)

βέλτιστη κατανομή

𝜆1 𝒔

LW 𝑥(𝒔) = σ𝑖≥2 𝑝𝑖(𝑠) + 𝜆1 𝒔

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης



• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)

• Για κάθε 𝒔, το χειρότερο παιχνίδι όπου το 𝒔 είναι ισορροπία έχει 
πολύ ειδική μορφή

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

LPoA 𝒔−παιχνίδι =
LW 𝑥(𝒔)

LW 𝑔(𝒔)
=

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1(𝒔)

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1 𝒔 𝑔1(𝒔)



Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού 𝑴 είναι

όπου:

• Μηχανισμός 𝑴(𝑔, 𝑝)

• Για κάθε 𝒔, το χειρότερο παιχνίδι όπου το 𝒔 είναι ισορροπία έχει 
πολύ ειδική μορφή

LPoA 𝑴 = sup
𝒔

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1(𝒔)

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1 𝒔 𝑔1(𝒔)

Χαρακτηρισμός χειρότερης περίπτωσης

𝜆1 𝒔 =
𝜕𝑔1(𝑦, 𝑠−1)

𝑑𝑦
ቚ

𝑦=𝑠1

−1

∙
𝜕𝑝1(𝑦, 𝑠−1)

𝑑𝑦
ቚ

𝑦=𝑠1

LPoA 𝒔−παιχνίδι =
LW 𝑥(𝒔)

LW 𝑔(𝒔)
=

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1(𝒔)

σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 + 𝜆1 𝒔 𝑔1(𝒔)



Αυστηρό φράγμα για τον μηχανισμό Kelly

Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού του Kelly είναι 
ακριβώς ίσο με 2



• Κάθε παίκτης πληρώνει το σήμα του: σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 = σ𝑖≥2 𝑠𝑖 = 𝐶

Αυστηρό φράγμα για τον μηχανισμό Kelly

Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού του Kelly είναι 
ακριβώς ίσο με 2



• Κάθε παίκτης πληρώνει το σήμα του: σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 = σ𝑖≥2 𝑠𝑖 = 𝐶

• Για τον παίκτη 1: 𝑔1 𝒔 =
𝑠1

𝑠1+𝐶

Αυστηρό φράγμα για τον μηχανισμό Kelly

Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού του Kelly είναι 
ακριβώς ίσο με 2



• Κάθε παίκτης πληρώνει το σήμα του: σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 = σ𝑖≥2 𝑠𝑖 = 𝐶

• Για τον παίκτη 1: 𝑔1 𝒔 =
𝑠1

𝑠1+𝐶

𝑔1 𝑦, 𝒔−1 =
𝑦

𝑦+𝐶
⇒

𝜕𝑔1(𝑦,𝒔−1)

𝑑𝑦
ȁ𝑦=𝑠1

=
𝐶

(𝑠1+𝐶)2

𝑝1 𝑦, 𝒔−1 = 𝑦 ⇒
𝜕𝑝1(𝑦,𝒔−1)

𝑑𝑦
ȁ𝑦=𝑠1

= 1

Αυστηρό φράγμα για τον μηχανισμό Kelly

Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού του Kelly είναι 
ακριβώς ίσο με 2

𝜆1 𝒔 =
(𝑠1 + 𝐶)2

𝐶



• Κάθε παίκτης πληρώνει το σήμα του: σ𝑖≥2 𝑝𝑖 𝒔 = σ𝑖≥2 𝑠𝑖 = 𝐶

• Για τον παίκτη 1: 𝑔1 𝒔 =
𝑠1

𝑠1+𝐶

𝑔1 𝑦, 𝒔−1 =
𝑦

𝑦+𝐶
⇒

𝜕𝑔1(𝑦,𝒔−1)

𝑑𝑦
ȁ𝑦=𝑠1

=
𝐶

(𝑠1+𝐶)2

𝑝1 𝑦, 𝒔−1 = 𝑦 ⇒
𝜕𝑝1(𝑦,𝒔−1)

𝑑𝑦
ȁ𝑦=𝑠1

= 1

□

Αυστηρό φράγμα για τον μηχανισμό Kelly

Θεώρημα
Το ρευστό κόστος της αναρχίας του μηχανισμού του Kelly είναι 
ακριβώς ίσο με 2

𝜆1 𝒔 =
(𝑠1 + 𝐶)2

𝐶

LPoA Kelly = sup
𝑠1,𝐶

𝐶 + (𝑠1 + 𝐶)2/𝐶

𝐶 + 𝑠1(𝑠1 + 𝐶)/𝐶
= 2



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 

Δεν υπάρχουν πλήρως 
αποδοτικοί μηχανισμοί



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 

Σχεδόν βέλτιστος μηχανισμός 
για πολλούς παίκτες



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 

Αλλαγή εικόνας όταν 
υποθέτουμε budgets



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 

Oι συναρτήσεις κατανομής είναι λύσεις γραμμικών 
διαφορικών εξισώσεων, οι οποίες προκύπτουν από 

το θεώρημα χειρότερης περίπτωσης, ορίζοντας 
κατάλληλα την συνάρτηση πληρωμών (PYS/SR)



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 

Καλύτερος δυνατός PYS 
μηχανισμός για 2 παίκτες



Σύνοψη αποτελεσμάτων

μηχανισμός LPoA

όλοι ≥ 2-1/𝒏

Kelly 2

SH 3

E2-PYS 1.79

E2-SR 1.53 Σχεδόν βέλτιστος μηχανισμός 
για 2 παίκτες



Παιχνίδια διαμόρφωσης απόψεων



Ένα απλό μοντέλο

• Κάθε άτομο έχει μια (αριθμητική) πεποίθηση 𝑠𝑖

• Εκφράζει μια πιθανώς διαφορετική άποψη 𝑧𝑖

• Διαδικασία μέσου όρου: όλα τα άτομα ενημερώνουν 
ταυτόχρονα τις απόψεις τους με βάση τον κανόνα

• 𝑁𝑖 είναι το σύνολο των ατόμων που αποτελούν τον κοινωνικό 
κύκλο του ατόμου 𝑖

– Friedkin & Johnsen (1990)

𝑧𝑖 =
𝑠𝑖 + σ𝑗∈𝑁𝑖

𝑧𝑗

1 + ȁ𝑁𝑖ȁ



Παιγνιο-θεωρητική ερμηνεία

• Το όριο της διαδικασίας μέσου όρου είναι η μοναδική ισορροπία 
ενός παιχνιδιού διαμόρφωσης απόψεων το οποίο ορίζεται από 
τις πεποιθήσεις των ατόμων

• Οι απόψεις των ατόμων (παικτών) είναι οι στρατηγικές τους

• Κάθε παίκτης έχει ένα κόστος το οποίο εξαρτάται από την 
πεποίθηση του και τις απόψεις που επικρατούν στον κοινωνικό 
του κύκλο:

• Οι παίκτες προσπαθούν να ελαχιστοποιήσουν το κόστος τους

– Bindel, Kleinberg, & Oren (2015)

cost𝑖 𝒔, 𝒛 = 𝑧𝑖 − 𝑠𝑖
2 + ෍

𝑗∈𝑁𝑖

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗
2



Παιχνίδια συν-εξέλιξης

• Ο κοινωνικός κύκλος ενός ατόμου αλλάζει καθώς οι απόψεις 
αλλάζουν

• 𝒌-NN παιχνίδια (Nearest Neighbors) 

• Δεν υπάρχει κάποιο υποκείμενο κοινωνικό δίκτυο

• Ο κοινωνικός κύκλος 𝑁𝑖 𝐬, 𝐳 αποτελείται από τα 𝑘 άτομα με 
άποψη πιο κοντά στην πεποίθηση του 𝑖

• Ίδια συνάρτηση κόστους:

– Bhawalkar, Gollapudi, & Munagala (2013) 

cost𝑖 𝒔, 𝒛 = 𝑧𝑖 − 𝑠𝑖
2 + ෍

𝑗∈𝑁𝑖 𝐬,𝐳

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗
2



Παιχνίδια συμβιβασμού

• 𝒌-COF παιχνίδια (Compromising Opinion Formation)

• Δεν υπάρχει κάποιο υποκείμενο κοινωνικό δίκτυο

• Ο κοινωνικός κύκλος 𝑁𝑖 𝐬, 𝐳 αποτελείται από τα 𝑘 άτομα με 
άποψη πιο κοντά στην πεποίθηση του 𝑖

• Διαφορετικός ορισμός του κόστους:

cost𝑖 𝒔, 𝒛 = max
𝑗∈𝑁𝑖 𝐬,𝐳

𝑧𝑖 − 𝑠𝑖 , ȁ𝑧𝑖 − 𝑧𝑗ȁ



Παιχνίδια συμβιβασμού

• 𝒌-COF παιχνίδια (Compromising Opinion Formation)

• Δεν υπάρχει κάποιο υποκείμενο κοινωνικό δίκτυο

• Ο κοινωνικός κύκλος 𝑁𝑖 𝐬, 𝐳 αποτελείται από τα 𝑘 άτομα με 
άποψη πιο κοντά στην πεποίθηση του 𝑖

• Διαφορετικός ορισμός του κόστους:

– Υπάρχουν πάντα αμιγείς ισορροπίες;

– Μπορούμε να τις υπολογίσουμε όταν υπάρχουν;

– Πόσο αποδοτικές είναι οι ισορροπίες (κόστος της αναρχίας και της 
ευστάθειας);

cost𝑖 𝒔, 𝒛 = max
𝑗∈𝑁𝑖 𝐬,𝐳

𝑧𝑖 − 𝑠𝑖 , ȁ𝑧𝑖 − 𝑧𝑗ȁ



Ύπαρξη ισορροπιών

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για κάθε 𝑘



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2

[1] [1][1]

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2𝒙 < 1

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1

[1] [1][1]



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2𝒙 < 1𝒙/2

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1

[1] [1][1]



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2𝒙 < 1𝒙/2 1 + 𝒙/2

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1

[1] [1][1]



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2

1−𝒙/2
𝒙/2

[1] [1][1]

𝒙 < 1𝒙/2 1 + 𝒙/2

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1



Ύπαρξη ισορροπιών

0 1 2

[1] [1][1]

𝒙 < 1𝒙/2 1 + 𝒙/2

1 + 𝒙/4

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1



Ύπαρξη ισορροπιών

0 𝒙 = 1 2

[1] [1][1]

1/2 3/2

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1



Ύπαρξη ισορροπιών

0 𝒙 = 1 2

[1] [1][1]

1/2 3/2

3/4

□

Θεώρημα
Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για 𝑘 = 1



Θεώρημα
Για 𝑘 = 1, το κόστος της αναρχίας είναι τουλάχιστον 3

Ένα κάτω φράγμα για το 
κόστος της αναρχίας



Θεώρημα
Για 𝑘 = 1, το κόστος της αναρχίας είναι τουλάχιστον 3

Ένα κάτω φράγμα για το 
κόστος της αναρχίας

-15 -3 3 15

[2] [1] [1] [2]



Θεώρημα
Για 𝑘 = 1, το κόστος της αναρχίας είναι τουλάχιστον 3

-15 -3 3 15

[2] [1] [1] [2]

9

6

-9

6

SC 𝒔, 𝒛 = 12

Ένα κάτω φράγμα για το 
κόστος της αναρχίας



Θεώρημα
Για 𝑘 = 1, το κόστος της αναρχίας είναι τουλάχιστον 3

-15 -3 3 15

[2] [1] [1] [2]

1

2

-1

2

SC 𝒔, 𝒛′ = 4

Ένα κάτω φράγμα για το 
κόστος της αναρχίας

9-9



Θεώρημα
Για 𝑘 = 1, το κόστος της αναρχίας είναι τουλάχιστον 3

□

-15 -3 3 15

[2] [1] [1] [2]

1-1

PoA ≥
SC(𝒔, 𝒛)

SC 𝒔, 𝒛′
=

12

4
= 3

Ένα κάτω φράγμα για το 
κόστος της αναρχίας

9-9



Σύνοψη αποτελεσμάτων

• Δεν υπάρχει πάντα αμιγής ισορροπία, για οποιοδήποτε 𝑘 ≥ 1

• Για 𝑘 = 1, μπορούμε να υπολογίσουμε αποδοτικά την καλύτερη 
και τη χειρότερη ισορροπία

– Ελάχιστα/μέγιστα μονοπάτια σε DAGs

• Τα κόστη της αναρχίας και της ευστάθειας εξαρτώνται γραμμικά 
από το 𝑘

– Αποδείξεις βασισμένες σε LP duality και ανάλυση περιπτώσεων

– Αυστηρό φράγμα 3 για το κόστος της αναρχίας όταν 𝑘 = 1 

– Κάτω φράγματα για μικτές ισορροπίες



Μεταφορά ιδιοκτησίας



Μεταφορά ιδιοκτησίας

• Αποκρατικοποίηση δημόσιων περιουσιακών στοιχείων

– εταιρείες ρεύματος/νερού, αεροδρόμια, ακίνητα, …

• Διοργάνωση αθλητικών τουρνουά

– Παγκόσμιο κύπελλο, Ολυμπιακοί αγώνες, Formula 1, …



Μεταφορά ιδιοκτησίας

• Αποκρατικοποίηση δημόσιων περιουσιακών στοιχείων

– εταιρείες ρεύματος/νερού, αεροδρόμια, ακίνητα, …

• Διοργάνωση αθλητικών τουρνουά

– Παγκόσμιο κύπελλο, Ολυμπιακοί αγώνες, Formula 1, …

• Πως πρέπει να αποφασίσουμε ποιος θα είναι ο νέος ιδιοκτήτης;

– Ιστορικά δεδομένα σχετικά με τους υποψήφιους αγοραστές

– Δημοπρασία μεταξύ των υποψηφίων



Μεταφορά ιδιοκτησίας

• Αποκρατικοποίηση δημόσιων περιουσιακών στοιχείων

– εταιρείες ρεύματος/νερού, αεροδρόμια, ακίνητα, …

• Διοργάνωση αθλητικών τουρνουά

– Παγκόσμιο κύπελλο, Ολυμπιακοί αγώνες, Formula 1, …

• Πως πρέπει να αποφασίσουμε ποιος θα είναι ο νέος ιδιοκτήτης;

– Ιστορικά δεδομένα σχετικά με τους υποψήφιους αγοραστές

– Δημοπρασία μεταξύ των υποψηφίων

• O νέος ιδιοκτήτης αποζητά το κέρδος, και μπορεί οι αποφάσεις 
που θα πάρει να μην είναι προς όφελος των εργαζομένων της 
εταιρείας ή των καταναλωτών



Μεταφορά ιδιοκτησίας

• Στόχος μας είναι να πάρουμε μια απόφαση που να ικανοποιεί 
τόσο τους εργαζομένους/καταναλωτές όσο και τον νέο ιδιοκτήτη 
(αν υπάρχει)



Μεταφορά ιδιοκτησίας

• Στόχος μας είναι να πάρουμε μια απόφαση που να ικανοποιεί 
τόσο τους εργαζομένους/καταναλωτές όσο και τον νέο ιδιοκτήτη 
(αν υπάρχει)

• Δημοπρασία + συμβουλές από ειδικούς

– Η δημοπρασία εγγυάται ότι η τιμή πώλησης είναι η καλύτερη 
δυνατή

– Οι ειδικοί εξασφαλίζουν το κοινωνικό όφελος των εργαζομένων και 
των καταναλωτών



Ένα απλό μοντέλο

• Ένα αντικείμενο προς πώληση

• Δύο πιθανοί αγοραστές 𝑨 και 𝑩

– Κάθε αγοραστής 𝑖 έχει μια αποτίμηση 𝑤𝑖 για το αντικείμενο

• Ένας ειδικός (expert)

– O ειδικός έχει αποτιμήσεις τύπου von Neumann-Morgenstern 𝑣(∙)
για τις τρεις επιλογές:

(1)  να πουλήσουμε το αντικείμενο στον 𝛢

(2)  να πουλήσουμε το αντικείμενο στον 𝛣

(3)  να μην πουλήσουμε το αντικείμενο (no-sale, ⊘)

– vNM αποτιμήσεις: [1, 𝑥, 0]



Ένα απλό μοντέλο

• Σχεδιασμός μηχανισμών οι οποίοι

– να δίνουν κατάλληλα κίνητρα στους αγοραστές και στον ειδικό για 
να δηλώσουν την αλήθεια σχετικά με τις αποτιμήσεις τους, και

– να αποφασίζουν την εναλλακτική 𝑖 ∊ {𝐴, 𝐵,⊘} που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

SW 𝑖 = ൞
𝑣 𝑖 +

𝑤𝑖

max(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)
, 𝑖 ∊ {𝐴, 𝐵}

𝑣 ⊘ , διαφορετικά



Ένα απλό μοντέλο

• Σχεδιασμός μηχανισμών οι οποίοι

– να δίνουν κατάλληλα κίνητρα στους αγοραστές και στον ειδικό για 
να δηλώσουν την αλήθεια σχετικά με τις αποτιμήσεις τους, και

– να αποφασίζουν την εναλλακτική 𝑖 ∊ {𝐴, 𝐵,⊘} που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

SW 𝑖 = ൞
𝑣 𝑖 +

𝑤𝑖

max(𝑤𝐴, 𝑤𝐵)
, 𝑖 ∊ {𝐴, 𝐵}

𝑣 ⊘ , διαφορετικά

• Συνδυασμός προσεγγιστικής σχεδίασης μηχανισμών

– με χρήματα για τους αγοραστές (Nisan & Ronen, 2001)

– χωρίς χρήματα για τον ειδικό (Procaccia & Tennenholtz, 2013)



Δυσκολία του προβλήματος

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

– Μπορεί ένας τέτοιος μηχανισμός να δώσει τα κατάλληλα κίνητρα σε όλους 
τους συμμετέχοντες;



Δυσκολία του προβλήματος

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

– Μπορεί ένας τέτοιος μηχανισμός να δώσει τα κατάλληλα κίνητρα σε όλους 
τους συμμετέχοντες;

0.1

10.5

0

1



Δυσκολία του προβλήματος

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

– Μπορεί ένας τέτοιος μηχανισμός να δώσει τα κατάλληλα κίνητρα σε όλους 
τους συμμετέχοντες;

0.1

10.5

0

1



Δυσκολία του προβλήματος

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που μεγιστοποιεί το 
κοινωνικό όφελος

– Μπορεί ένας τέτοιος μηχανισμός να δώσει τα κατάλληλα κίνητρα σε όλους 
τους συμμετέχοντες;
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0.1

1

1

0



Παραδείγματα φιλαληθών μηχανισμών

1

0.70

1

.99



Παραδείγματα φιλαληθών μηχανισμών

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που θέλει ο ειδικός

1

0.70

1

.99



Παραδείγματα φιλαληθών μηχανισμών

• Μηχανισμός: επίλεξε την εναλλακτική που θέλει ο ειδικός

• SW(μηχανισμού) = SW(no-sale) = 1 vs. SW(πράσινου) ≈ 2 

– Λόγος προσέγγισης = 2

1

0.70

1

.99



Παραδείγματα φιλαληθών μηχανισμών

• Μηχανισμός: με πιθανότητα 2/3 επίλεξε την αγαπημένη επιλογή 
του ειδικού, και με πιθανότητα 1/3 την δεύτερη αγαπημένη του

• SW(μηχανισμού) = SW(no-sale) · 2/3 + SW(πράσινου) · 1/3 ≈ 4/3

– 3/2-προσεγγιστικός

1

0.70

1

.99



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14

Μηχανισμοί που αποφασίζουν 
με βάση το πώς συγκρίνονται οι 

αποτιμήσεις που δίνουν ως 
είσοδο ο ειδικός ή οι αγοραστές



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14

Μηχανισμοί που αποφασίζουν 
με βάση μόνο τις αριθμητικές 
αποτιμήσεις που αναφέρει ο 

ειδικός



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14

Μηχανισμοί που αποφασίζουν 
με βάση μόνο τις αριθμητικές 

αποτιμήσεις που αναφέρουν οι 
αγοραστές



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14

Μηχανισμοί που αποφασίζουν 
με βάση τις αριθμητικές 

αποτιμήσεις που αναφέρουν ο 
ειδικός και οι αγοραστές



Σύνοψη αποτελεσμάτων

κλάση μηχανισμών προσέγγιση

ordinal 1.5

bid-independent 1.377

expert-independent 1.343

randomized template 1.25

deterministic template 1.618 

deterministic ≥ 1.618

all ≥ 1.14
Κάτω φράγματα για όλους τους 

μηχανισμούς



Μεγιστοποίηση εσόδων σε 
συνδυαστικές αγορές



• 𝑨 = δυαδικός πίνακας με 𝑛 γραμμές και 𝑚 στήλες 

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =



• 𝑨 = δυαδικός πίνακας με 𝑛 γραμμές και 𝑚 στήλες 

• 𝒑 = πιθανοτική κατανομή επί των στηλών του 𝑨

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =

𝒑 =

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• 𝑨 = δυαδικός πίνακας με 𝑛 γραμμές και 𝑚 στήλες 

• 𝒑 = πιθανοτική κατανομή επί των στηλών του 𝑨

• 𝑩 = σχήμα διαμέρισης

– Αποτελείται από μια διαμέριση 𝐵𝑖 των στηλών για κάθε γραμμή 𝑖

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =

𝒑 =

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• 𝑨𝑩 = ομαλός πίνακας που προκύπτει από την εφαρμογή του 
σχήματος διαμέρισης 𝑩 στον πίνακα 𝑨

𝑗 ∈ 𝐵𝑖𝑘 ⟹ 𝐴𝑖𝑗
𝐵 =

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ ⋅ 𝐴𝑖ℓ

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =

𝒑 =

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• 𝑨𝑩 = ομαλός πίνακας που προκύπτει από την εφαρμογή του 
σχήματος διαμέρισης 𝑩 στον πίνακα 𝑨

𝐴41
𝐵 =

10% ⋅ 1 + 20% ⋅ 0

10% + 20%
= 0.33

𝑗 ∈ 𝐵𝑖𝑘 ⟹ 𝐴𝑖𝑗
𝐵 =

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ ⋅ 𝐴𝑖ℓ

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =

𝒑 =

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• 𝑨𝑩 = ομαλός πίνακας που προκύπτει από την εφαρμογή του 
σχήματος διαμέρισης 𝑩 στον πίνακα 𝑨

𝐴41
𝐵 =

10% ⋅ 1 + 20% ⋅ 0

10% + 20%
= 0.33

𝐴23
𝐵 =

10% ⋅ 1 + 20% ⋅ 0 + 25% ⋅ 0

10% + 20% + 25%
= 0.18

𝑗 ∈ 𝐵𝑖𝑘 ⟹ 𝐴𝑖𝑗
𝐵 =

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ ⋅ 𝐴𝑖ℓ

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑨 =

𝒑 =

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• 𝑨𝑩 = ομαλός πίνακας που προκύπτει από την εφαρμογή του 
σχήματος διαμέρισης 𝑩 στον πίνακα 𝑨

𝑗 ∈ 𝐵𝑖𝑘 ⟹ 𝐴𝑖𝑗
𝐵 =

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ ⋅ 𝐴𝑖ℓ

σℓ∈𝐵𝑖𝑘
𝑝ℓ

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

10% 20% 25% 45%

0 0.5 0.5 0.5

0.18 0.18 0.18 0

0.25 0.25 0.25 0.25

0.33 0.33 1 1

𝑨 =

𝒑 =

= 𝑨𝑩

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Τιμή διαμέρισης του σχήματος 𝑩:

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑣𝑩 𝑨, 𝒑 = ෍

𝑗∈[𝑚]

𝑝𝑗 ⋅ max
𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝐵

10% 20% 25% 45%

0 0.5 0.5 0.5

0.18 0.18 0.18 0

0.25 0.25 0.25 0.25

0.33 0.33 1 1

𝑨 =

𝒑 =

= 𝑨𝑩

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Τιμή διαμέρισης του σχήματος 𝑩:

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑣𝑩 𝑨, 𝒑 = ෍

𝑗∈[𝑚]

𝑝𝑗 ⋅ max
𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝐵

10% 20% 25% 45%

0 0.5 0.5 0.5

0.18 0.18 0.18 0

0.25 0.25 0.25 0.25

0.33 0.33 1 1

𝑨 =

𝒑 =

= 𝑨𝑩

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Τιμή διαμέρισης του σχήματος 𝑩:

10% 20% 25% 45%

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 1 1

𝑣𝑩 𝑨, 𝒑 = ෍

𝑗∈[𝑚]

𝑝𝑗 ⋅ max
𝑖

𝐴𝑖𝑗
𝐵

10% 20% 25% 45%

0 0.5 0.5 0.5

0.18 0.18 0.18 0

0.25 0.25 0.25 0.25

0.33 0.33 1 1

𝑨 =

𝒑 =

= 𝑨𝑩

𝑣𝑩 𝑨, 𝒑 = 10% ⋅ 0.33 + 20% ⋅ 0.5 + 25% ⋅ 1 + 45% ⋅ 1 = 0.83

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Στόχος: Δεδομένων των 𝑨 και 𝒑, να υπολογιστεί ένα σχήμα 
διαμέρισης 𝑩 με μέγιστη τιμή 𝑣𝑩(𝑨, 𝒑)

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Στόχος: Δεδομένων των 𝑨 και 𝒑, να υπολογιστεί ένα σχήμα 
διαμέρισης 𝑩 με μέγιστη τιμή 𝑣𝑩(𝑨, 𝒑)

• Eφαργογή: Μεγιστοποίηση εσόδων σε πωλήσεις τύπου take-
it-or-leave-it

– Υπάρχουν 𝑚 αντικείμενα και 𝑛 πιθανοί αγοραστές με αποτιμήσεις 
για τα αντικείμενα

– Ο πωλητής έχει πλήρη πληροφόρηση, ενώ οι αγοραστές όχι

– Πώς μπορεί ο πωλητής να ομαδοποιήσει τα αντικείμενα έτσι ώστε 
να μεγιστοποιήσει τα αναμενόμενα έσοδά του; 

• Μη συμμετρική πληροφόρηση (Akerlof, 1970) (Crawford & 
Sobel, 1982) (Milgrom & Weber, 1982) (Ghosh et al., 2007) (Emek
et al., 2012) (Miltersen & Sheffet, 2012)

Το πρόβλημα μη συμμετρικής 
διαμέρισης δυαδικού πίνακα



• Το πρόβλημα παρουσιάστηκε από τους Alon, Feldman, Gamzu
and Tennenholtz (2013)

• APX-hard

• 0.563-προσεγγιστικός αλγόριθμος για ομοιόμορφες πιθανοτικές 
κατανομές 

• 0.077-προσεγγιστικός αλγόριθμος για γενικές πιθανοτικές 
κατανομές

• Διάφορες προσεγγίσεις και για μη δυαδικές τιμές

Προηγούμενα αποτελέσματα



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0

• Οριακή συνεισφορά μιας μηδενικής στήλης όταν 
συμπεριλαμβάνεται σε μια ομάδα η οποία ήδη 
περιέχει 𝑥 μηδενικά και 𝑦 άσσους:

𝚫 𝒙, 𝒚 = 𝒙 + 𝟏
𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟏
− 𝒙

𝒚

𝒙 + 𝒚



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης
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0 1 0 0

1 0 0 0

• Οριακή συνεισφορά μιας μηδενικής στήλης όταν 
συμπεριλαμβάνεται σε μια ομάδα η οποία ήδη 
περιέχει 𝑥 μηδενικά και 𝑦 άσσους:

𝚫 𝒙, 𝒚 = 𝒙 + 𝟏
𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟏
− 𝒙

𝒚

𝒙 + 𝒚



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης
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1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0

• Οριακή συνεισφορά μιας μηδενικής στήλης όταν 
συμπεριλαμβάνεται σε μια ομάδα η οποία ήδη 
περιέχει 𝑥 μηδενικά και 𝑦 άσσους:

𝚫 𝒙, 𝒚 = 𝒙 + 𝟏
𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟏
− 𝒙

𝒚

𝒙 + 𝒚



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%
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0 1 0 0
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• Οριακή συνεισφορά μιας μηδενικής στήλης όταν 
συμπεριλαμβάνεται σε μια ομάδα η οποία ήδη 
περιέχει 𝑥 μηδενικά και 𝑦 άσσους:

𝚫 𝒙, 𝒚 = 𝒙 + 𝟏
𝒚

𝒙 + 𝒚 + 𝟏
− 𝒙

𝒚

𝒙 + 𝒚



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης
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GREEDY = 3/4



Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος για 
ομοιόμορφες πιθανοτικές κατανομές

Άπληστος αλγόριθμος

• Φάση κάλυψης: Υπολόγισε ένα πλήρες κάλυμμα των στηλών 
που περιέχουν τουλάχιστον έναν άσσο

• Άπληστη φάση: Για κάθε στήλη που περιέχει μόνο μηδενικά, 
πρόσθεσε την στήλη στην ομάδα που μεγιστοποιεί την 
οριακή συνεισφορά της στήλης στην τιμή διαμέρισης

25% 25% 25% 25%

1 1 0 0

1 1 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0

GREEDY = 3/4

OPT = 5/6

𝝆 ≥
GREEDY

OPT
=

9

10



Σύνοψη αποτελεσμάτων

• 0.9-προσεγγιστικός αλγόριθμος για ομοιόμορφες πιθανοτικές 
κατανομές

– Άπληστος αλγόριθμος  

– Ανάλυση με γραμμικό προγραμματισμό (factor-revealing LPs)

• 0.58-προσεγγιστικός αλγόριθμος για γενικές πιθανοτικές 
κατανομές

– Αναγωγή σε submodular welfare maximization
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